Théoreme de Levy et TCL

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 250 : Transformation de Fourier. Applications.

— 262 : Convergences d’'une suite de variables aléatoires. Théoremes limite. Exemples et appli-
cations.

Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :

Définition 1. On dit qu’une suite de variables aléatoires réelles (X,,) converge en loi vers X
si pour tout f € Cp(R), on a
E[f(Xn)] — E[f(X)]

n—-+o00

Lemme 1. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle.

Xo 2 X = Y/ € Co(R), E[f(X,)] = E[f(X)]

n—-+o0o

avec Co = {f € C(R), f(x) —0 0}

Preuve :
(=) Comme Cy(R) C Cp(R).
(«<=) Soit € > 0 et A > 0 tel que Px({z;|z] > A}) <e.

Posons ¢ :
| % V4 | /A | AN |

| 2A A A 2A

_1 .

de sorte que /(1 —)dPy < Px({z;|z| > A}) <e.
Soit f € C)(R),

[ #dbs, = [ gaP = [ (1 - @)Px+ | [ fiodPr, — [ fiodPx]

< flloo [(1—g)dPx,, — 0

n—-+oo

timsup [ (1 - ¢)dPx, < fll (1 _ /¢dpx) car o € CO(R)

n—-+oo
< |l fll

1



Dot lim sup -/ dePX‘ < 2¢(|f] .
n—-+o0o R

Do [E[f(Xn) = F(X)]| 77 0. O

Théoréme. Soit X et et (X,,) des variables aléatoires réelles, on a équivalence entre

(i) (X,) converge en loi vers X

(7i) La suite (px, ) des fonctions caractéristiques des X,, converge simplement vers ¢x.

Preuve : (i) = (ii) Vrai car x — ¢ est borné pour tout ¢ € R.

(i) = (1)
Soit f € Co(R) € > 0, il existe g € C°(R), || f — 9]0 < &
Or, C*(R) C S(R) donc il existe ¢ € L'(R) tel que g = @.

[ELf(Xn) = SOOI < [E[(f = 9)(Xa)]| + [E[(f — 9)(X)] +[E[g(X.) — g(X)]]

<N f—-9gllec<e < f-9glleo<e
Or,
Elg(X,)| =E U e Xnp(t)d } = / (t)E[e"X"]dt  par théoreme de Fubini
R
— o(t)E[e™X] par théoreme de convergence dominé
R
— /90 ZtX dt:|
= E[g(X)]
Dot lim sup [E[f(X,)] — E[f(X)]| <2 0

n—-4o0o

Lemme 2. Soit (z,) une suite de nombres complezes convergeant vers z € C, on a

n
lim <1+Z”) = ¢
n

n——+o0o

Preuve : On note Log la détermination principale du logarithme complexe.
Comme *» e 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, *» € D(0, 1) donc

n—-+4o0o
(1 + Z") = exp <nLog <1 + Zn)) = exp (n (Zﬂ +o0 <Zn>)> = exp(2, + 0(zy))
n n n n
- Zn\"
D’ou lim <1+) = e’ =
n—-+oo n

Théoréme. Soit (X,) une suite de variable aléatoire réelle indépendante et identiquement
distribuées admettant un moment d’ordre 2. En notant p = E[X1] et 0% = Var(X}), on pose

Sn:ZXk, on a

Sn_nﬂ £

g\/ﬁ n——+o00

s N(0, 1)

Preuve : Sans perte de généralité, supposons o = 1 et p = 0. On doit montrer que ¢ S (1)

)
converge vers es pour tout ¢t € R.



Posons ¢ = ¢x,, ¢ est de classe C? car X; € L?*(Q) avec de plus

P(0) =4E[X)] =0
¢'(0) =E[-X?)=-1

D’ou

et on conclut avec le lemme.
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